FORME NORMALE DE SMITH |[2]

I.LF  Forme normale de Smith (122) (142) (162)

Soit (A,d) un anneau euclidien. Soient m,n € N*.

Pour tout M € M,, ,,(A), il existe P € GL,,,(A) et Q € GL,,(A) telles que :

dy (0)
M =P ds Q
0
(0)
0

avec di,--- ,ds € A tels que dy]| - - |ds, et les d; sont uniques au sens ou si

dy (0)

d
M ~ 0
(0)
0
alors t = s et d; ~4 dl.
Démonstration. 1l s’agit d’une preuve algorithmique.
Voici I’algorithme :
1. Si M = O alors renvoyer M ;
Sinon passer a 1’étape 2
2. 11 existe 1ig, jo tel que Mio,jo # 0.
Faire Cy «— C;, et Ly «<— Lj,. et passer & I’étape 3;
#0
mina
M ~ ¥
3. On effectue la division euclidienne de m; ; par mj :
Mi1 =q XmMi1+71; avec  0(r;) <0(m1q)

Faire LZ «— LL — qZ'Ll-
Si il existe ¢ > 1 tel que m; ; # 0 alors Faire Ly «— L; et retourner a 3;
Sinon passer a 4;
min
0

0
M ~
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4. On procéde de la méme maniére qu’a 1’étape précédente mais sur la premiére ligne :
mi; =¢; X M1 +7; avec  0(r;) <d(my)

Faire Oj « Oj - qjC'l.
Si il existe j > 1 tel que my ; # 0 alors Faire C; «— C); et retourner a 3;
Sinon passer 4 5;

mi1 0

0 M’

5. Si il existe (i1, 1) tel que mq 1 {m;, 5, alors Faire Cy «— C1 + C}, et retourner a 3;
Sinon retourner & 1 avec la matrice M’.

Justifions la terminaison de cet algorithme. Il y a seulement les étapes 3,4 et 5 ot 'on peut effectuer
un retour en arriére, sinon on passe toujours a 1’étape suivante.

* En 3, lors d’un retour en 3 6(mq,1) décroit strictement, or c’est un entier naturel, donc on ne peut faire
qu’un nombre fini de retour en 3 et on passe a 1’étape 4.

En 4 soit en avance en 5 soit on retourne en 3. Si on retourne en 3 alors on le fait en faisant décroitre
0(mq,1). Donc on fait qu'un nombre fini de retour en 3 pour la méme raison et on passe a 1’étape 5.

En 5, si on retourne a 3 (apreés étre retourné en 3) alors d’aprés la condition de retour il existe i tel que
0(m;1) < 6(maq,1) donc on fait un autre retour en 3 et donc d(my,1) décroit encore strictement. On ne
fait toujours qu'un nombre fini de retour en 3. On fini donc par obtenir une matrice

mi1 0

0 M’

avec mq 1| M’.

On applique alors I'algorithme a M’ (si elle existe) qui est de taille (m —1,n—1). On fait donc décroitre
strictement la taille de la matrice (le produit des deux dimensions) qui est un entier naturel donc il y
a un nombre fini de matrice sur lesquelles on travaille.

Finalement on sort de ’algorithme.

Il nous reste & démontrer I'unicité.
On note A;(M) le pged des mineurs de taille j de M.

Supposons

dy (0) &y (0)

d;

0 0

On démontre le résultat intermédiaire suivant :

SiU ~ U alors Aj(U) ~4 A;(U') pour tout j.
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Démonstration. Si U = PU’ alors les lignes de U sont des combinaisons linéaires de celles de U’. Donc
par multilinéarité du déterminant un mineur de taille j de U est combinaison linéaire de mineurs de
tailles j de U’. Donc :

A;(U) e A;(U")) Le. A (U)]A;(U).

Comme on a U’ = P7!U, on a aussi de la méme maniére A;(U)|A;(U).
Au total si U = PU’ alors A;(U) ~a A;(U").

Si U = U'Q, alors on obtient A;(U) ~4 A,;(U’) directement du premier point simplement en trans-
posant (det(U) = det( ‘U)).

Le cas général se déduit alors facilement. |

Finalement M ~ D ~ D’ entraine Aj(D) ~4 A;(D") pour tout j donc t et s sont égaux et d, ~4 d,
(regarder A;) puis par induction comme d;...d; ~a df. ..dg», on a Vi d; ~4 d et ceci conclut
I'unicité. |
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